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第 5题 2026 · 问题 1　自我选择偏差与调查设计的改善

对应官方问题册：第 2 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

本大题给出一所大学对全体 10,000名学生实施的自愿回答式在线问卷结果，问两个百分比、一个 150字
以内的判断题和一个 200字以内的改善方案。设问 1的计算本身很简单，但它的全部意义在于把两个学部
的回答率差异摆到台面上，设问 2、设问 3都要以这两个数字为依据。先算再论，顺序不能颠倒。

设问 1(a)　两个学部的回答率
解答

回答率 =（回答者数）÷（学生数）。

理工学部：
800

4,000
× 100 = 20.0 %,

人文学部：
200

6,000
× 100 = 3.33 · · · % −→ 3.3 %.

答 理工学部　 20.0 %　／　人文学部　 3.3 %

解说

分母是学生数 回答率的分母是该学部的全体学生数，不是回答者总数 1,000。本题特意让学生数（4,000

对 6,000）与回答者数（800对 200）的大小关系相反，用错分母就会得到完全相反的印象。

按指定位数处理 题目要求 “小数第 2位四舍五入，求到小数第 1位”。20 %应写成 20.0 %，3.33 · · · 应
写成 3.3 %。

这两个数字是全题的支点 学生数少的理工学部回答率是人文学部的约 6倍。回答者 1,000人中理工学部

占 800人，即八成，而理工学部只占全体学生的四成。这个失衡就是设问 2要说明的偏差来源。

设问 1(b)　回答者中的满意率
解答

满意率 =（回答 “满意” 的人数）÷（该学部的回答者数）。

理工学部：
750

800
× 100 = 93.75 % −→ 93.8 %,

人文学部：
100

200
× 100 = 50.0 %.

答 理工学部　 93.8 %　／　人文学部　 50.0 %
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解说

分母换成了回答者数 (a)的分母是学生数，(b)的分母是回答者数。题目在两小问里刻意换了分母，是为
了让读者意识到 “85 %” 这个整体数字算的是回答者中的比例。

93.75的进位 第 2位是 5，四舍五入进位得 93.8。写成 93.7是常见的机械错误。

把两组数并排看 回答率高的学部满意率也高（20.0 %与 93.8 %），回答率低的学部满意率也低（3.3 %
与 50.0 %）。两者同向，正是 “愿意回答的人本来就更满意” 这一自我选择机制的直接痕迹。

还可以算一个数 全体 10,000名学生中，明确回答 “满意” 的只有 850人，即 8.5 %。这个数字在设问 2
里极有说服力。

设问 2　自我选择偏差与大学判断的妥当性
解答

问卷为自愿回答，对系统关心高、评价好的学生更容易回答，因而回答者不是全体的缩影。实际上理工学

部的回答率为 20.0 %、人文学部仅 3.3 %，回答者 1,000 人中八成来自只占全体四成的理工学部，且该

学部的满意率高达 93.8 %。整体 85 %是被这一偏斜拉高的结果。全体 10,000人中确认满意的仅 850人

（8.5 %），未回答的 9,000人的评价完全未知。因此 “被大多数学生支持” 的判断不妥当。

答 不妥当。回答率在两个学部间相差约 6倍，回答者被回答率高且满意率高的理工学部占据八成，85 %
是自我选择偏差的产物；全体中确认满意的只有 8.5 %。（150字以内）

解说

必须“踏まえ”设问 1的结果 题目写明 “设问 1的计算结果を踏まえ”。不引用 20.0 %、3.3 %、93.8 %
中的任何一个，就没有满足题目条件。

8.5 %是最强的一句 把分母换回全体学生数，85 %立刻变成 8.5 %。这一句用一个数字就说清了 “回答

者中的比例” 与 “全体中的比例” 的差距。

偏差的方向要说出来 自我选择偏差不一定使结果偏高。本题中因为 “关心高的人更易回答”，方向是偏

高；若是投诉型调查（不满的人才回答），方向就相反。指出方向才算说清机制。

字数控制 150字以内。结论 1句、依据 2句（回答率的差、满意率的差）、补充 1句（8.5 %），刚好。不
要在这里写改善方案，那是设问 3。

设问 3　减轻偏差、提高数据可信度的改善计划
解答

把 “谁回答” 从学生自己的意愿中拿走，是全部改善的核心。

首先，改自愿回答为按学部、学年分层的随机抽样，对被抽中者反复催答，使各层的回答率接近且可比；

回答仍有缺失时，按各层的学生数加权汇总，消除理工学部被过度代表的影响。其次，把回答时间安排在

必修课内或校内系统的登录流程中，使回答与否不再取决于关心程度。最后，从未回答者中再随机抽取少

数进行追访，比较回答者与未回答者的满意度，据此估计残余偏差的大小并加以修正。

答 按学部与学年分层随机抽样并催答，以各层学生数加权汇总；把回答机会嵌入必修课或登录流程，使

回答与否不取决于关心程度；再对未回答者随机追访以估计残余偏差。（200字以内）
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解说

要针对“自我选择”这一机制 增加问题数量、改进问卷措辞都不能解决本题的偏差，因为问题出在谁回

答而不是问什么。对策必须落在抽样与回收上。

加权是低成本的补救 即使回答率无法拉平，只要知道各层的学生数，就可以按 4,000 : 6,000重新加权，

把整体满意率由 85 %修正为 0.4× 93.8 + 0.6× 50.0 ; 67.5 %。写出这一步，说明读者知道偏差可以被
部分校正。

未回答者追访是判断残余偏差的唯一手段 加权只能校正 “已观测到的层间差”，不能校正层内部 “回答者

与未回答者的差”。提出追访调查，才覆盖了后一种偏差。

注意伦理与可行性 强制回答、以成绩为条件的诱导会带来新的偏差与伦理问题。写成 “确保回答时间”

“提供轻微谢礼” 这类不改变回答内容的措施更稳妥。

院試 hub
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第 6题 2026 · 问题 3　导数的定义与排队人数的概率分布

对应官方问题册：第 5 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

本大题前半考导数的定义本身：画一条三次曲线，再按定义导出 xn 的微分，最后要求用一个具体例子说

明微分在现实中的用处。后半是一道有限容量排队的概率题，由递推 pn = ρpn−1 与归一化条件出发，一路

走到K → ∞的极限，实质是几何分布的推导。两半都要求写出过程，只写结论不给分。

设问 1(a)　 f(x) = x3 − 3x的图像

解答

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x − 1)(x + 1)。故 f 在 x < −1上递增、−1 < x < 1上递减、x > 1上递增，在

x = −1取极大值 f(−1) = −1+ 3 = 2，在 x = 1取极小值 f(1) = 1− 3 = −2。f(−x) = −f(x)，图像

关于原点对称；f(x) = x
(
x2 − 3

)
= 0给出与 x轴的交点 x = 0, ±

√
3。f ′′(x) = 6x，故 x = 0是拐点。

x

y

−1 1

2

−2

√
3−

√
3

极大 (−1, 2)

极小 (1,−2)

答 如上图。极大 (−1, 2)、极小 (1,−2)、拐点与原点重合，与 x轴交于 0, ±
√
3。

解说

画图题的评分点是标注 曲线画得好看不加分，标出极值坐标、x轴交点与对称性才加分。先做增减表，再

把表上的每一行落到图上的一个标记。

三个交点的求法 x3 − 3x = x(x2 − 3)，一眼可分解。若漏掉 ±
√
3，图像与 x轴的关系就无法确定。

奇函数性质省一半工夫 确认 f(−x) = −f(x)后，只需分析 x ≥ 0的一侧，另一侧按原点对称画出即可。

与设问 9的呼应 2025年度设问 9处理的正是同族的三次曲线 y = x3 − 6x2 + a。两年都要求先做增减

表，可见这是社会工学类反复考的基本功。

设问 1(b)　按定义导出 xn 的微分系数

解答

f(x) = xn（n为自然数）。由因式分解

xn − xn
0 = (x− x0)

(
xn−1 + xn−2x0 + · · ·+ xxn−2

0 + xn−1
0

)
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（右侧括号内共 n项），当 x 6= x0 时

f(x)− f(x0)

x− x0
= xn−1 + xn−2x0 + · · ·+ xn−1

0 =

n−1∑
k=0

xn−1−kx k
0 .

右侧是 x的多项式，故可直接令 x → x0。每一项都趋于 xn−1
0 ，共 n项，因此

f ′(x0) = lim
x→x0

xn − xn
0

x− x0
= nxn−1

0 .

答 f ′(x0) = nxn−1
0

解说

题目禁止用公式 写 “(xn)
′
= nxn−1，所以 f ′(x0) = nxn−1

0 ” 是循环论证，得零分。必须从题给的定义

式出发，先把 x− x0 约掉。

因式分解要验证项数 括号内是 xn−1−kxk
0（k = 0, . . . , n− 1），恰好 n项。项数就是最终系数 n的来源，

答题时应把 “共 n项” 写出来。

也可用二项式定理 令 x = x0 + h，则
(x0 + h)n − xn

0

h
= nxn−1

0 +

(
n

2

)
xn−2
0 h+ · · ·，h → 0时同样得

到 nxn−1
0 。两种写法都是正解，因式分解法不必展开二项系数，更简短。

极限可以直接代入的理由 约分后得到的是多项式，多项式在每一点都连续，所以 x → x0 可以直接代值。

写一句 “右侧为多项式，故可直接代入” 能让论证严密。

检验 n = 1给出 f ′ = 1，n = 2给出 f ′ = 2x0，与已知一致。

设问 1(c)　微分在现实社会中的用处
解答

微分给出的是 “每增加一单位投入，结果变化多少” 这一瞬时变化率，因此可以用来找出使某个量最优

的点。

例如，某商品定价为 p时的需求量为 q(p)，则销售额为 R(p) = p q(p)。把 R 对 p微分并解 R′(p) = 0，

就能求出使销售额最大的价格；R′(p) > 0的区间意味着还可以提价，R′(p) < 0的区间意味着提价反而减

收。仅靠若干个价位的试卖只能得到离散的比较，而微分给出应向哪个方向、以多大幅度调整的判断依据。

答 微分给出瞬时变化率，可用于求最优点。例如把销售额对价格微分并令导数为零，即可求出使销售额

最大的价格，并判断当前应提价还是降价。

解说

题目要求“举一个具体例” 只写 “可用于最优化” 不给分。要指定一个量（销售额）、一个变量（价格），

并说明导数为零意味着什么。

其他可用的例子 物理的速度与加速度、经济学的边际成本与边际收益、人口或感染者数的增长速度、机

器学习中沿梯度更新参数。社会工学类的题材以经济与都市为主，选经济类的例子最贴合。

“瞬时”是微分区别于差分的地方 用两点之差算出的平均变化率随所取区间而变，而导数是区间趋于零时

的极限，与取法无关。写出这一点能显示对定义的理解。
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设问 2(a)　用 p0 与 ρ表示 pn

解答

由 pn = ρ pn−1（n = 1, 2, . . . ,K）反复代入：

pn = ρ pn−1 = ρ2pn−2 = · · · = ρnp0.

答 pn = ρnp0 (n = 1, 2, . . . ,K)

解说

这是等比数列 {pn} 是首项 p0、公比 ρ 的等比数列。认出这一点后，(b) 的归一化条件就变成等比数列
求和。

ρ的含义 ρ = pn/pn−1 是 “队列人数再多一人” 的相对概率。0 < ρ < 1保证人数越多概率越小，符合

直觉。

范围包含 n = 0 n = 0时 ρ0p0 = p0，公式自动成立，所以下一问求和时可以直接从 n = 0写到 n = K。

设问 2(b)　用 ρ与 K 表示 p0

解答

把 (a)代入归一化条件
K∑

n=0

pn = 1：

K∑
n=0

ρnp0 = p0 ·
1− ρK+1

1− ρ
= 1 (0 < ρ < 1 故 ρ 6= 1),

p0 =
1− ρ

1− ρK+1
.

答 p0 =
1− ρ

1− ρK+1

解说

项数是K + 1而不是K n从 0取到K，共K + 1项，故等比数列和的指数是K + 1。这一处的差错会

一直传到 (c)。

ρ 6= 1由题设保证 题目给出 0 < ρ < 1，可以直接用等比数列求和公式。若允许 ρ = 1，则各 pn 相等，

p0 = 1/(K + 1)，需另行讨论。

检验 K = 0（队列最多 0人）时 p0 =
1− ρ

1− ρ
= 1，符合 “必然为 0人”。K = 1时 p0 =

1− ρ

1− ρ2
=

1

1 + ρ
，

p1 =
ρ

1 + ρ
，两者之和为 1。
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设问 2(c)　 K → ∞时 p0 的极限 π0

解答

0 < ρ < 1故 ρK+1 → 0 (K → ∞)，因此

π0 = lim
K→∞

1− ρ

1− ρK+1
=

1− ρ

1− 0
= 1− ρ.

答 π0 = 1− ρ

解说

条件 0 < ρ < 1在这里才真正起作用 若 ρ ≥ 1，ρK+1 不趋于 0，极限不存在（且原级数发散）。题目把

0 < ρ < 1写进条件，正是为了保证这一步成立。

结果的形式极简 K 完全消失，只剩 ρ。这说明当容量足够大时，队列长度的分布不再依赖容量上限，是

本小问最值得注意的地方。

与几何分布的关系 此时 pn → (1− ρ)ρn，正是以 1− ρ为参数的几何分布。在排队论中 ρ称为利用率，

这一结果就是M/M/1队列的稳态分布。

设问 2(d)　 π0 在调查队列人数分布时的用处

解答

π0 = 1− ρ是 “队列为空” 的概率，因此 ρ = 1− π0 可以由观测直接估计：在随机时点反复观察收银台，

记录无人排队的时间比例，就得到 π0，进而得到 ρ。

一旦 ρ确定，整个分布 pn = (1− ρ)ρn 随之确定，不必逐个统计 “恰好 n人” 的频率，也不必知道容量

K。由此还可以算出平均排队人数

E[X] =

∞∑
n=0

n(1− ρ)ρn =
ρ

1− ρ
,

并看出 ρ → 1时 π0 → 0、E[X] → ∞，即利用率接近 1时队列会急剧变长。这为增设收银台的判断提供

了定量依据。

答 π0 是队列为空的概率，由 ρ = 1− π0 可从观测直接估计 ρ，从而确定整个分布 pn = (1− ρ)ρn 与平

均人数 ρ/(1− ρ)，并判断利用率接近 1时的混杂风险。

解说

关键是“一个可观测量决定整个分布” 分布本来含 ρ与 K 两个参数，K → ∞后只剩 ρ，而 ρ又可由最

容易观测的量（空闲比例）得到。这条链路就是本小问要求的 “怎样有用”。

空闲比例是最容易采集的数据 数 “现在排了几个人” 需要在每个时点计数，而判断 “现在有没有人” 只

需一个是或否，观测成本低得多，误差也小。

E[X]的求法
∑

nρn =
ρ

(1− ρ)2
，乘以 (1 − ρ)即得

ρ

1− ρ
。不写这一步也可以，但给出平均人数会让

“有什么用” 更具体。

注意近似的前提 π0 = 1− ρ只在K 足够大时成立。若收银台前的空间实际很小（K 为 3或 4），就必须
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用 (b)的有限K 公式，否则会低估空闲概率。写出这一限制能显示论证的分寸。
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