
第 5题 2026 · 问题 I　两根弹簧与相平面 24

第 5题 2026 · 问题 I　两根弹簧与相平面

对应官方问题册：第 2–3 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

两根弹簧共同产生一个线性回复力，平衡位置一般不在两墙中点。先把总势能配方，之后的转折点、速度

最大处以及位置―速度图都可以从同一式读出。以下记D = L− `、K = kL+ kR，并用 xc 表示平衡位置。

问 1　伸长与压缩时的平衡位置
解答

左、右弹簧的长度分别为 L + x 与 L − x。以向右为正，左弹簧的力为 −kL(D + x)，右弹簧的力为

kR(D − x)。合力为

F = −kL(D + x) + kR(D − x) = (kR − kL)D −Kx.

令 F = 0，

xc =
kR − kL
kL + kR

(L− `).

因此 L = `时 xc = 0；L > `和 L < `时均使用同一表达式。

答 （ア）x = 0；（イ）、（ウ）x =
kR − kL
kL + kR

(L− `)。后两种情况下 L− `的符号相反。

解说

压缩不需要另换胡克定律 用带符号的伸长量 D ± x，负值自然表示压缩。左、右弹簧的力方向已经由前

面的正负号确定，不应在压缩时再多反转一次符号。

较硬弹簧的影响 若 kR > kL，拉伸状态 D > 0时平衡点偏右；压缩状态 D < 0时偏左，因为更硬的右

弹簧向左推得更强。

对称检查 kR = kL 时 xc = 0，无论两弹簧同时伸长还是压缩，平衡点均在中点。交换左右两侧的弹簧常

数，则 xc 变号，符合左右镜像。

问 2　两根弹簧各自的势能
解答

弹性势能由相对于自然长的形变量平方决定。左弹簧形变量为 L + x − ` = D + x，右弹簧形变量为

L− x− ` = D − x，所以

UL =
1

2
kL(D + x)2, UR =

1

2
kR(D − x)2.

答 UL =
1

2
kL(L+ x− `)2, UR =

1

2
kR(L− x− `)2。
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解说

势能与力的符号不同 形变量为负时表示压缩，弹性势能仍为正。力要区分方向，势能是标量，用平方处

理，不能在压缩时人为加负号。

分别求导可以核对方向

−dUL

dx
= −kL(D + x), −dUR

dx
= +kR(D − x).

右弹簧的正号来自 (D − x)对 x求导得到 −1，与问 1一致。

零势能的位置 左弹簧在 x = −D 处自然长，UL = 0；右弹簧在 x = D 处自然长，UR = 0。除 D = 0

外，两者不能同时处在各自零势能的位置。

问 3　总势能最低的位置
解答

总势能展开为

U = UL + UR =
1

2
Kx2 + (kL − kR)Dx+

1

2
KD2.

配方得到

U =
1

2
K(x− xc)

2 + Umin, Umin =
2kLkR
K

D2.

K > 0，故平方项在 x = xc 时唯一取零。

答 x =
kR − kL
kL + kR

(L− `)。

解说

力平衡与能量最低相互对应 由 F = −dU/dx = −K(x − xc) 可见，势能最低点正是合力为零的位置。

由于二次项系数为正，这个平衡是稳定平衡。

最低势能一般不为零 当 L 6= `时，两根弹簧不能同时为自然长，所以 Umin > 0。这个常数不影响运动，

但计算绝对储能时不能随意漏掉。

之后可以使用的等效形式 以 y = x − xc 为坐标，运动方程变为 mÿ = −Ky，角频率为 ω =
√
K/m。

两弹簧不是简单 “抵消”，它们对位移的回复系数相加。

问 4　转折点与通过原点的速度
解答

现在 D > 0且 kR > kL。释放时左弹簧自然长，故 x(0) = −D、v(0) = 0。振幅为

A = xc +D =
2kR
K

D.

所以最小位置为 xmin = −D，最大位置为

xmax = xc +A = 2xc +D =
3kR − kL

K
D.
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释放时总势能为 2kRD
2；原点处总势能为KD2/2。由能量守恒，

1

2
mv2 = 2kRD

2 − 1

2
KD2 =

1

2
(3kR − kL)D

2.

答 xmin = −(L− `), xmax =
3kR − kL
kL + kR

(L− `), v = ±(L− `)

√
3kR − kL

m
。第一次通过原点取正

号，返回时取负号。

解说

转折点关于平衡点对称 xmin + xmax = 2xc，不是 0。若把两侧最大位移直接写成 ±D，就错误地把原点

当成了振动中心。

“速度”保留方向 原点在两个转折点之间，每周期经过两次。速率只有一个大小，但速度有正、负两个

值；首次从左端释放后向右，故先取正号。

题设的运动范围 本题已假定不撞墙，所求转折点应在允许区域内。若为任意参数另建实际装置，还需检

查 xmax < L，不能忽略墙的位置。

问 5　单次释放的相轨迹与运动方向
解答

用 ω =
√

K/m、A = 2kRD/K，由能量守恒得

1

2
mv2 +

1

2
K(x− xc)

2 =
1

2
KA2,

(x− xc)
2

A2
+

v2

ω2A2
= 1.

这是以 (xc, 0)为中心的椭圆。初始点 (−D, 0)在左端，开始时加速度向右、速度变正，所以先沿上半椭圆

向右，再沿下半椭圆向左，按顺时针绕行。

x/D

v/(ωD)

起点−1 5/31/3

绘图例取 kR = 2kL；纵、横坐标分别按 ωD、D 归一化。

答 相轨迹为上述椭圆，起点在左端，沿顺时针运动；x = xc =
kR − kL
kL + kR

(L− `)时速率最大。

解说

速率最大不在一般的原点 v2 = ω2[A2 − (x− xc)
2]在 x = xc 处最大，此处势能最低。

图上的上下半部 上半部 v > 0意味着 x增加，下半部 v < 0意味着 x减小。箭头来自实际速度的符号，

不是随意指定的绕行方向。

椭圆不是空间中的运动轨道 物体实际只沿一条直线往返；纵轴画的是速度，而不是另一个空间坐标。
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问 6　改变释放位置后的相轨迹族
解答

设静止释放位置为 xs，则新的振幅为 As = |xs − xc|。每条轨迹满足

(x− xc)
2 +

v2

ω2
= A2

s.

改变 xs 只改变右侧的常数，不改变共同中心 (xc, 0)或纵横半轴之比 ω。下图给出三个不同的振幅，均从

左端静止释放。

x/D

v/(ωD)

xc/D = 1/3

As/D = 4/3
1

2/3

仍取 kR = 2kL。三个黑点表示不同的静止释放位置。

答 得到同心、相似的椭圆族；振幅为 |xs − xc|。若 xs = xc，轨迹退化为中心的一个静止点。

解说

不同释放点可能对应同一条椭圆 xc 左右等距离的两个释放点有相同振幅与能量，只是从同一椭圆的不同

端点出发。因此画 “两条以上不同轨迹” 时，需要选择不同的 |xs − xc|。

频率与振幅 每条椭圆纵半轴为 ωAs、横半轴为 As，比值不变。这表现了理想线性弹簧的频率不依赖

振幅。

与上一年度的区别 本题没有摩擦，轨迹是闭合曲线，不会逐圈收缩。2025年度的干摩擦问题不能照用这
组恒能量椭圆。

问 7　相轨迹对应的守恒量
解答

总机械能为动能与两根弹簧的势能之和：

E =
1

2
mv2 +

1

2
kL(D + x)2 +

1

2
kR(D − x)2.

利用问 3的配方形式，
E =

1

2
mv2 +

1

2
K(x− xc)

2 + Umin.

沿每条相轨迹，As 为常数，因此

E =
1

2
KA2

s + Umin

也为常数。故这些曲线是总机械能的等值线。

答 守恒量为总机械能：E =
1

2
mv2 + UL + UR。
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解说

不是动能或势能各自守恒 到转折点时 v = 0，动能为零；经过平衡点时动能最大。两种能量彼此转换，总

和才不变。

轨迹离中心越远能量越高 E −Umin = KA2
s/2随振幅平方增加。图中嵌套椭圆从内到外对应越来越高的

机械能。

最低能量态 中心点 (xc, 0)具有 E = Umin。即使这个值不为零，物体仍可静止，因为势能的绝对零点不

决定合力，势能梯度才决定合力。

用运动方程检查
dE
dt

= mvv̇ +K(x− xc)ẋ = v
[
mv̇ +K(x− xc)

]
= 0.

无摩擦且墙不动，确实没有外界持续向系统输入或带走机械能。

院試 hub
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第 6题 2026 · 问题 II　螺线管、感应环与电子轨道

对应官方问题册：第 4–7 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

前半部分要把导线电阻、单位长度匝数和磁场分别比较；后半部分把电子速度分成平行、垂直于磁场的

分量。判断是否撞壁时，回旋半径不等于电子离螺线管轴的最大距离，这是本题的关键几何区别。

问 1　只给半段螺线管通电
解答

设整段绕线电阻为 R。原来全长接入电源，故 I0 = V0/R。闭合开关后，B与 C同电位；充分时间后 BC
段不再有电流，电源只给 AB半段供电。均匀绕线的半段电阻为 R/2，所以

Inew =
V0

R/2
= 2I0.

AB段的单位长度匝数没有改变，P位于其内部。在题设的长螺线管近似下 H = nI，因此

Hnew = n(2I0) = 2H0.

答 电池电流为 2I0，P点磁场强度为 2H0，均为原来的 2倍。

解说

先区分电路的长度与磁场的长度 通电的导线长度减半使电阻减半，但单位长度匝数不变。不能把总匝数

减半直接当成磁场减半，因为磁场用的是匝数密度。

充分时间后的条件 BC段在切换过程中可能有感应电流，但其导线有电阻，稳态时该电流消失。本问不
是要求开关刚闭合的一瞬。

长螺线管近似 使用 H = nI，忽略远端边缘效应。P在 AB段内部，不能套用开口端面磁场约为内部一
半的关系。

问 2　拉长线圈后的电流与磁场
解答

将整个线圈的轴向长度变为原来的 2倍，而总匝数不变。这里改变的是绕线的疏密，不是把铜导线本身拉
细；各半段仍由原来的同一段导线构成，其电阻保持 R/2。开关闭合，所以

Inew = 2I0.

单位长度匝数变为 n/2，故 P点磁场为

Hnew =
n

2
(2I0) = H0.

答 电池电流为原来的 2倍，P点磁场强度为原来的 1倍。
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解说

线圈长不等于导线长 螺线管的轴向长度由匝距决定；电阻则由铜导线的实际长度与截面积决定。本题把

匝距拉大、总匝数保持不变，不能直接把电阻也乘 2。

比较基准 答案中的倍数是相对于最初 I0,H0，不是相对于问 1已经变成 2I0, 2H0 的状态。与问 1相比，
电流不变、磁场减半；与最初相比，则为 2倍和 1倍。

模型的边界 若另行把金属丝塑性拉长、改变截面，电阻就会变化；题目没有给这样的材料变形条件。本

解使用通常的线圈匝距改变模型。

问 3　两个铜环中的感应电流
解答

开关刚闭合后的电流上升阶段，螺线管产生的轴向磁通增加。位于左端的 R1 和位于中央的 R2 都被这个

变化的磁通穿过，所以两环中都会产生感应电流。按楞次定律，环中电流产生的磁场必须反抗原磁通的增

加，因此两环电流的绕行方向均与螺线管绕线电流的方向相反。

答 R1、R2 均有感应电流，方向均与螺线管电流的绕行方向相反。

解说

从同一端观察再比较方向 “相同” 或 “相反” 指从同一个轴向观察时的顺、逆时针绕行方向，不是比较图

上某一小段导线的上下方向。

端部也有磁通 左端的磁场并不为零，且在通电过程中也会变化，因此 R1 同样感应。中央与端部磁场大

小不同，不改变两处磁通都在增加这一事实。

何时感应电流消失 充分时间后螺线管电流恒定，磁通不再增加，铜环的感应电流逐渐衰减为零。不能把

“通电” 本身等同于 “始终有感应电流”。

下一问还需要空间信息 本问只确定环电流方向。是否受到沿轴的净力，还取决于磁场沿位置的变化，不

是只看 “电流相反” 这一个条件。

问 4　端部环与中央环的运动
解答

R1 位于左端。通电时其感应电流与螺线管电流反向，环产生的磁矩与局部轴向磁场相反。左端附近的磁场

向螺线管内部（右侧）增强，反向磁矩受到指向较弱磁场一侧的力，故 R1 向左运动。R2 位于中央，左右

两侧的轴向作用对称，其合力为零，故不开始平移。

答 R1 向左运动；R2 不运动。R2 仍可有感应电流，但轴向净力为零。

解说

电流存在与净力存在不同 环中有电流是磁通随时间变化的结果；轴向净力则与磁场的空间梯度有关。在

中央，时间变化可以非零，而轴向梯度由于对称性为零。

楞次定律的能量解释 R1 向外离开强场区域，会减小穿过它的磁通，方向上抵抗通电时磁通的增加。它并

不是被吸向磁场最强处，而是因感应电流的反向磁矩受到排斥。
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可用的定性表达式 把小环看成轴向磁偶极子时，可写 Fx ∝ mx ∂Bx/∂x。mx 与 Bx 反向，左端梯度向

右，因而受力向左；中央梯度为零。

题设中的对称条件 这里使用环不旋转、位于共同轴线上、忽略两环相互作用等条件。若中央环偏离中心

或倾斜，就不能仅凭这段对称性直接断言合力为零。

问 5　洛伦兹力的两个分量
解答

电子速度分解为

v‖ = v cos θ, v⊥ = v sin θ.

磁场沿 x轴，F = −e v × B始终垂直于磁场。因此 x方向的力为零，垂直分量的大小为

F⊥ = eBv⊥ = eµ0NIv sin θ.

答 Fx = 0，F⊥ = eµ0NIv sin θ。

解说

负电荷影响转向，不影响力的大小 电子带 −e，其受力方向与正电荷相反；题目要求分量的大小，所以大

小公式使用 e > 0。

平行运动保持匀速 Fx = 0意味着 v‖ = v cos θ恒定。垂直部分则受到向心力，形成圆周运动，两部分合
起来构成螺旋运动。

磁场不改变总速率 F · v = 0，磁场不做功。垂直分量的方向改变，但其大小 v sin θ 不变，总速率也保持

v。

轴向射出的特例 θ = 0 时 v⊥ = 0，洛伦兹力为零，电子一直沿 x 轴直线运动，不形成具有非零半径的

螺旋。

问 6　不撞内壁的电流条件
解答

设电子垂直投影的回旋半径为 ρ。由向心力关系，

mv2⊥
ρ

= eBv⊥, ρ =
mv sin θ

eµ0NI
.

电子从轴线上出发，圆心与轴线的距离也是 ρ，所以轨迹离轴最远的距离为 2ρ，不是 ρ。要使所有 0 ≤ θ ≤ α

的电子均不碰壁，必须有
2mv sinα

eµ0NI
< r.

轴线

圆心

ρ
2ρ

r

最远点
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垂直于 x 轴的截面。小圆为电子轨迹投影，大圆为内壁。

答 I >
2mv sinα

eµ0Nr
。

解说

最不利的发射方向 在原题的前向圆锥范围内，sin θ 随 θ 增大而增大，边缘方向 θ = α 给出最大的回旋

半径。

等号也会碰壁 2ρ = r 时轨迹恰好接触内壁，仍属于碰撞，所以不碰壁条件必须是严格大于。

不能把轴线当作回旋圆心 电子从轴线上开始运动，而不是围绕轴线本身作半径 ρ的圆周运动。因而只写

ρ < r 会把所需最小磁场、电流低估一半。

问 7　第一次回到轴线的时间
解答

当 0 < θ ≤ α时，垂直速度非零。电子的横向投影从轴线位置出发，沿半径 ρ的圆运动，第一次再次经过

该点需要转完整一周。因此

T =
2πρ

v⊥
=

2π

v sin θ

mv sin θ

eB
=

2πm

eB
.

代入 B = µ0NI，

答 T =
2πm

eµ0NI
（非轴向发射）。θ = 0时电子一直在轴线上，不存在独立的 “首次返回” 时刻。

解说

一周而不是半周 半周时电子在横向圆的另一端，离轴距离恰为 2ρ，并没有回到轴线。问 6的不碰壁条件
与这里的周期，正好由同一个横向圆的几何结构决定。

为何与角度和速率无关 回旋半径与 v⊥ 成正比，圆周长也与 v⊥ 成正比，再除以 v⊥ 求时间，二者相消。

这一结论使用非相对论模型中的固定电子质量m。

纯轴向特例单独处理 不能在 v⊥ = 0时直接用 2πρ/v⊥，因为会成为 0/0。该电子无需绕行就一直在轴线

上，与普通螺旋轨道不同。

问 8　第一次回轴时的轴向距离
解答

轴向没有磁力，电子始终以 vx = v cos θ 匀速前进。在问 7的一周时间内，轴向位移为

∆x = v cos θ T =
2πmv cos θ
eµ0NI

.

答 ∆x =
2πmv cos θ
eµ0NI

（0 < θ ≤ α）。这也是相应螺旋轨道的螺距。

院試 hub
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解说

同一个周期，不同的回轴位置 虽然所有非轴向电子的回旋周期相同，但轴向速度 v cos θ随角度不同，第
一次回轴的位置也不同。因此有限张角的电子束不会在同一个轴向点上精确聚焦。

小张角时的近似 若 θ 很小，可用 cos θ ≈ 1− θ2/2。回轴位置相对于轴向速度 v 对应的参考距离，只出

现二阶角度差，这说明为什么窄角度束在近似上能形成较集中的回轴区域。

磁场强弱 在其他参数固定时，I 增大使磁场增强，回旋半径、周期与螺距都减小。但总速率并未降低；空

间中的螺旋只是绕得更紧。

轴向特例 θ = 0时可计算经过时间 T 后的路程 vT，却不应把它称为 “首次回轴距离”，因为电子从未离

开轴线。

院試 hub


