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第 8题 2026 · 问题 2　相切条件下的面积与闭区间上的最值

对应官方问题册：第 3 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

本大题的两个小题都属于 “微分定条件、积分求量” 的标准型。问 1先由相切的两个条件（函数值相等、
导数相等）定出参数与切点，再分段积分求面积；问 2的重点在于把 f ′(x)分解成两个因式，用各自的符号

判断增减，并注意闭区间的端点也是最值候选。

问 1(1)　 k 的值与切点 P的坐标
解答

先化简 C2：y = log 1

x
= − logx（x > 0）。设切点 P的 x坐标为 p > 0。相切要求函数值与导数都相等：

kp2 = − log p, 2kp = −1

p
.

由第二式 k = − 1

2p2
。代入第一式：

− 1

2p2
· p2 = − log p =⇒ −1

2
= − log p =⇒ log p =

1

2
, p = e

1
2 .

于是

k = − 1

2e
, P

(
e

1
2 , −1

2

)
.

答 k = − 1

2e
, P

(
e1/2, −1

2

)

解说

相切＝两个方程 只让 kp2 = − log p成立是 “有交点”，再加上导数相等才是 “相切”。两个未知数 k, p对

应两个方程，个数正好。

先用导数式解出 k 第二式只含 k 与 p的简单幂，解出 k = − 1
2p2 后代入第一式，p2 恰好约去，直接得到

log p = 1
2。反过来先代第一式会留下对数与幂的混合方程。

定义域 x > 0 log 1
x 要求 x > 0，故 p > 0，p = e1/2 是唯一解。不写这一条，p的取舍就缺少依据。

k < 0与题图一致 k = − 1
2e < 0说明 C1 是开口向下的抛物线，与 C2 在第四象限相切，且在原点处 C1

取到最大值 0——这与官方图示相符。

问 1(2)　 C1、C2 与 x轴围成的面积

解答

由 (1)，C1 : y = −x2

2e
、C2 : y = − logx，两者在 P(e1/2,−1

2)相切且无其他交点。C1 过原点，C2 与 x

轴交于 (1, 0)。所求区域位于 x轴下方，由三段边界围成。面积等于各段 “x轴与曲线之间” 的面积之和：

S = −
∫ e1/2

0

(
−x2

2e

)
dx+

∫ e1/2

1

(− logx) dx.
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逐项计算。第一项： ∫ e1/2

0

x2

2e
dx =

1

2e

[
x3

3

]e1/2
0

=
1

2e
· e

3/2

3
=

e1/2

6
.

第二项先求

∫ e1/2

1

logx dx，用分部积分：

∫ e1/2

1

logx dx =
[
x logx

]e1/2
1

−
∫ e1/2

1

dx =
e1/2

2
−
(
e1/2 − 1

)
= 1− e1/2

2
.

故

∫ e1/2

1

(− logx)dx =
e1/2

2
− 1。合并：

S =
e1/2

6
+

e1/2

2
− 1 =

e1/2 + 3e1/2

6
− 1 =

2

3
e1/2 − 1.

答 S =
2

3
e1/2 − 1（=

2

3

√
e− 1）

解说

先画出三条边界的相对位置 C1 从原点向右下方；C2 从 (1, 0)向右下方；两者在 x = e1/2 ≈ 1.65相切。

区域的左半由 C1 与 x轴夹成（0 ≤ x ≤ e1/2），右半的下界换成 C2（1 ≤ x ≤ e1/2）。把这两块相加即可。

位于 x轴下方要加负号 两条曲线在该区间上都取负值，
∫
y dx给出的是负数。面积取绝对值，故前面加

负号（或直接积 −y）。∫
logx dx的标准做法 把 logx写成 1 · logx，取 u = logx、v′ = 1，得 x logx − x。本题只用到定积

分，端点代入即可。

检算：数值 2
3

√
e− 1 ≈ 2

3 × 1.6487− 1 ≈ 0.0991。区域很窄（宽约 0.65、最深处约 0.5），面积在 0.1量

级是合理的。若算出大于 1的值，说明某一段的上下界取反了。

“无其他交点”的作用 它保证在 0 < x < e1/2 上 C1 始终在 C2 之上（更靠近 x轴），区域的边界不会在

中途互换。答题时引用题干这一条即可，不必另行证明。

问 2(1)　 f ′(x)

解答

f(x) = ecos x − cosx。对第一项用复合函数求导：

d

dx
ecos x = ecos x · (− sinx) = −ecos x sinx.

第二项
d

dx
(− cosx) = sinx。故

f ′(x) = −ecos x sinx+ sinx = sinx (1− ecos x) .

答 f ′(x) = sinx (1− ecos x)
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解说

一定要提取公因式 sinx 不提取的话，判断符号时要同时处理两项的竞争；提取后变成两个因式的乘积，

符号讨论立刻简化。(2)完全依赖这一步。

内层导数不要漏负号 (cosx)′ = − sinx，故 ecos x 的导数带负号。漏掉它会得到 f ′ = sinx(1 + ecos x)，

恒非负，增减表就完全错了。

f ′ 的零点 sinx = 0 或 ecos x = 1（即 cosx = 0）。在 [0, π] 上前者给出 x = 0, π（端点），后者给出

x = π
2。三个候选点都要在 (2)中检查。

问 2(2)　 [0, π]上的最大值与最小值

解答

在 [0, π]上 sinx ≥ 0，故 f ′(x)的符号与 1− ecos x 一致。指数函数 eu 以 1为界：u > 0 ⇔ eu > 1。因此

0 < x <
π

2
: cosx > 0 ⇒ ecos x > 1 ⇒ 1− ecos x < 0 ⇒ f ′(x) < 0 (减少),

x =
π

2
: cosx = 0 ⇒ ecos x = 1 ⇒ f ′(x) = 0,

π

2
< x < π : cosx < 0 ⇒ ecos x < 1 ⇒ 1− ecos x > 0 ⇒ f ′(x) > 0 (增加).

增减表如下（端点 x = 0, π 处 f ′ = 0，同为最值候选）。

x 0 · · · π

2
· · · π

f ′(x) 0 − 0 + 0

f(x) e− 1 ↘ 1 ↗ e−1 + 1

各候选点的值为

f(0) = e1 − 1 = e− 1 ≈ 1.718, f
(π
2

)
= e0 − 0 = 1, f(π) = e−1 + 1 ≈ 1.368.

比较三者：

最大值 f(0) = e− 1, 最小值 f
(π
2

)
= 1.

答 最大值 e− 1（在 x = 0），最小值 1（在 x =
π

2
）

解说

把 f ′ 的符号交给 cosx sinx在 [0, π]上非负，不改变符号；1− ecos x 的符号与 − cosx相同。于是整个
判号归结为 cosx的正负，一行就能写完。

端点必须参与比较 x = π
2 是极小值点，但最大值出现在端点 x = 0。闭区间上的最值一定要把两个端点

与所有驻点一起比较，只看驻点会漏掉最大值。

两个端点值不相等 f(0) = e− 1 ≈ 1.718、f(π) = e−1 + 1 ≈ 1.368，f(0)更大。虽然 cosx在 [0, π]上

关于 π
2 反对称，但 eu 不是奇函数，所以 f 并不对称，两端必须分别计算。

换元视角 令 u = cosx ∈ [−1, 1]，则 f = eu − u，
df

du
= eu − 1，在 u < 0减少、u > 0增加，故 u = 0
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（即 x = π
2）是最小值点 1；最大值在 u = ±1中取较大者：e− 1 ≈ 1.718 > e−1 + 1 ≈ 1.368，故 u = 1

即 x = 0。这条路线更短，可作为答案的别解或检算。
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第 9题 2026 · 问题 3　可动台车上的弹簧振子

对应官方问题册：第 4–6 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

本大题把 “弹簧振子” 与 “两体的动量守恒” 结合起来。台车被制动器固定时是普通的单振动；制动器

一旦松开，台车也会被弹簧推动，两者互为反作用，振动周期随之改变，台车的重心还要按动量守恒来定。

(4)的比较、(5)与 (7)的选图题都要写理由，只写记号得不到全部分数。坐标约定：x是台车重心相对地

面的位置，y 是小球相对台车的位置（自然长处为原点，两者同向）。

(1)　台车固定时的振动周期 T1

解答

台车被制动器固定，等价于弹簧的一端固定在惯性系中。小球只受弹簧的弹力 −ky（台车与小球间无摩

擦），故

mÿ = −ky, ω1 =

√
k

m
, T1 =

2π

ω1
= 2π

√
m

k
.

答 T1 = 2π

√
m

k

解说

M 与 y1 都不出现 台车固定时它不参与运动，M 无关；单振动的周期与振幅无关，y1 也无关。题目写

“从M,m, k, y1 中选取必要的”，正是要考生识别这一点。

水平弹簧不受重力影响 运动在水平面内，重力与地面反力都垂直于运动方向，不进入方程。若是竖直弹

簧，重力只会平移平衡位置，周期同样不变。

与 (4)的对比在于“谁被固定” 本问弹簧的一端相当于接在无限大的质量上；(4)中那一端接在有限质量
M 上，等效质量变小，周期因而变短。

(2)　小球初次到达自然长处时的速度 v1

解答

小球从 y = y1 静止释放，作振幅 |y1|、角频率 ω1 =
√
k/m的单振动，中心在 y = 0。到达中心时速率最

大，为 ω1|y1|。运动方向由 y1 的符号决定：从 y1 出发首先朝 y = 0运动，即速度与 y1 反号。因此

v1 = −
√

k

m
y1.

答 v1 = −
√

k

m
y1（速率为

√
k/m |y1|，方向朝自然长处）
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解说

用能量守恒也能得到
1

2
ky21 =

1

2
mv21 给出 |v1| =

√
k/m |y1|。能量法只给大小，方向仍要另行判断。

写成带符号的式子更完整 v1 = −
√

k/my1 对 y1 > 0与 y1 < 0都成立。若只写正的速率，就没有回答

“速度” 这个矢量量。

“初次”二字的含义 小球每半个周期经过一次 y = 0，速度方向交替。题目问 “初次”，故取从 y1 出发的

第一次，即与 y1 反向的那一次。

(3)　松开制动器后两者的运动方程
解答

弹簧的另一端固定在台车的壁上。小球相对台车的位置为 y 时，弹簧的伸长量为 y，对小球的作用力为

−ky，对台车壁的作用力为其反作用力 +ky。

台车（在地面这一惯性系中，加速度 a1）：水平方向只受弹簧的反作用力，

Ma1 = ky.

小球（在台车参考系中，相对加速度 a2）：受弹力 −ky 与惯性力 −ma1，

ma2 = −ky −ma1.

答 台车：Ma1 = ky 小球（台车系）：ma2 = −ky −ma1

解说

两式所用的参考系不同 题干指定 a1 是 “从地面看台车的加速度”、a2 是 “从台车上看小球的加速度”，所

以第一式在惯性系、第二式在非惯性系中写，后者必须加惯性力 −ma1。

作用力与反作用力的符号 弹簧对小球是−ky、对台车是+ky，两者大小相等方向相反。若两式都写−ky，

把两式相加得不到 “总动量守恒” 的形式。

地面光滑，台车不受摩擦 题干说台车可以无摩擦地左右移动，故台车的水平方程里没有摩擦项。台车与

小球之间也无摩擦，小球只受弹力。

相加即得动量守恒 把第一式与 “小球在地面系的方程m(a1+a2) = −ky” 相加得Ma1+m(a1+a2) = 0，

即系统的总动量不变。(5)与 (7)都要用到这条结论。

(4)　周期 T2 及其与 T1 的比较

解答

由 (3)，a1 =
k

M
y。代入小球的方程：

ma2 = −ky −m · k

M
y = −k

(
1 +

m

M

)
y,

a2 = −k(M +m)

Mm
y.
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这是标准的单振动方程，角频率与周期为

ω2 =

√
k(M +m)

Mm
, T2 = 2π

√
Mm

(M +m)k
.

与 T1 比较：

T2 =

√
M

M +m
· 2π

√
m

k
=

√
M

M +m
T1.

因为
M

M +m
< 1，故 T2 < T1。

答 T2 = 2π

√
Mm

(M +m)k
=

√
M

M +m
T1 < T1，即比 T1 短。

解说

约化质量的出现
Mm

M +m
是两体问题的约化质量 µ，且 µ < m。振动的 “有效质量” 变小，故周期变短。

把结论记成 “T = 2π
√
µ/k”，同类题可以直接套用。

比较必须给出理由 题目要求 “与理由一起写出”。写出 T2 =
√
M/(M +m)T1 这一形式，比较就一目

了然，比代入具体数值更有说服力。

y2 不出现 振幅不影响周期，故 T2 与 y2 无关。这与 (1)中 y1 不出现是同一个理由。

极限检查 M → ∞时 T2 → T1：台车极重相当于被固定，回到 (1)的情形。M → 0时 T2 → 0：极轻的

台车几乎瞬间被推开，振动极快。

(5)　台车重心位置随时间变化的图像
解答

系统初始整体静止，水平方向无外力，故总动量恒为零：

Mẋ+m (ẋ+ ẏ) = 0 =⇒ (M +m)ẋ = −mẏ.

积分一次：(M +m)x = −my +常数，即

x = − m

M +m
y + C.

题设M = 3m，故
m

M +m
=

1

4
。又 y = A cosωt，且 t = 0时 x = 0、y = A，代入定出 C =

A

4
。因此

x =
A

4
(1− cosωt) .

这是振幅
A

4
、以

A

4
为中心的余弦振动：x在 0与

A

2
之间变化，恒为非负，且 t = 0时从 0出发。周期为

T2。符合这一描述的是 (カ)。

答 (カ)。理由：台车与小球的水平动量守恒，故 x = − m

M +m
y + C；代入 M = 3m 与初始条件得

x =
A

4
(1− cosωt)，即在 0到

A

2
之间、以 T2 为周期的非负振动。

院試 hub



第 9题 2026 · 问题 3　可动台车上的弹簧振子 38

解说

三个特征一起用来排除 振幅
A

4
（不是 A或 2A）、最小值为 0（不取负值）、t = 0时从最小值出发（不是

从最大值）。三条同时满足的只有一个选项，任何一条判错都会选到别的图。

x与 y 反号 动量守恒给出的比例系数为负：小球向右时台车向左。但因为常数 C 的存在，x整体被平移

到非负区域，图像才落在横轴上方。

M = 3m这个条件只用在系数上
m

M +m
=

m

4m
=

1

4
。若改成M = m，系数变成

1

2
，振幅就是

A

2
，答

案随之改变。

周期与小球相同 台车与小球通过同一根弹簧耦合，只有一个振动模式，故两者周期都是 T2。图中横轴以

T2、2T2 标刻，正是提示这一点。

(6)　小球静止时的位置 y3

解答

台车被外力拖着以恒定加速度 α（沿 x轴正方向）运动，小球相对台车静止。在台车参考系中，小球受弹

力 −ky3 与惯性力 −mα（与 α反向），二者平衡：

−ky3 −mα = 0, y3 = −mα

k
.

答 y3 = −mα

k
（在自然长位置的负方向一侧）

解说

负号的物理含义 台车向 +x加速，惯性力把小球推向 −y，弹簧被压缩，故平衡位置在自然长的负方向一

侧。符号必须保留。

M 与 t1 都不出现 平衡只由小球自身的质量、弹簧劲度和加速度决定。题目给出的M 与 t1 是为 (7)准
备的干扰项。

与 (1)(4)的区别 本问不是振动而是相对静止的平衡问题，所以用力的平衡而不是运动方程。惯性力是

唯一需要额外加入的项。

(7)　撤去外力后台车重心位置的图像
解答

在 t = t1 之前，台车与小球一起以加速度 α运动，两者速度都是 αt1。t = t1 撤去外力后，系统水平方向

不再受外力，总动量守恒且不为零：

(M +m) vG = (M +m)αt1 =⇒ vG = αt1 (常数),

即系统质心此后作匀速直线运动。另一方面，t1 时小球位于 y3 = −mα

k
6= 0且相对台车静止，故此后小

球相对台车作以 y = 0为中心、振幅
mα

k
、周期 T2 的单振动。

台车的位置由质心的匀速运动减去小球的相对振动贡献给出：

x =
(
与t成正比的项

)
− m

M +m
y(t),
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即 “整体向正方向匀速平移” 上叠加一个周期振动。又 t = t1 时弹簧被压缩（y3 < 0），对台车的作用力

为 ky3 = −mα < 0，台车先受到负方向的力而减速。符合 “总体上升、叠加振荡、且起始处斜率先变小”

的是 (イ)。

答 (イ)。理由：撤去外力后系统质心作匀速直线运动，小球相对台车作单振动，故台车位置＝匀速平移＋

周期振荡；且 t1 时弹簧压缩，对台车施加负方向的力，台车先减速。

解说

与 (5)的差别在于总动量不为零 (5)中系统初始静止，x只有振荡、没有漂移；本问 t1 时整体已有速度

αt1，故图像必须是 “上升趋势＋振荡”。只振荡不上升的 (エ)、只上升不振荡的 (ウ)都不对。

起点的斜率变化决定选 (イ)还是 (ア) t1 瞬间弹簧处于压缩状态，把台车往负方向推，故台车先减速。图

像在起点处应先向下弯。这一句是本问评分的关键，不能只写记号。

振荡的周期仍是 T2 撤去外力后系统与 (4)完全相同，只是整体附加了一个匀速平移。在随质心运动的参
考系中看，就是 (4)的振动。

振幅可以算出来 台车振荡部分的振幅为
m

M +m
· mα

k
。题目只要求选图与理由，不必写出这个值，但知

道它有助于排除振幅明显过大的选项。

院試 hub
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