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第 2题 2025年度第 2题：抛物线切线与扫过区域

先把切线写成参数 a的显式方程，再用完全平方求交点。最后一问不是计算单个 Da，而是求 0 ≤ a ≤ 2

时所有 Da 的并集；上边界要按 x的位置分段取包络。

对应 2025 年度官方问题册：第 1 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

问 1　切线方程与两个交点
解答

曲线 C2 : y = x2 + 4的导数为 2x，故在 (a, a2 + 4)处的切线斜率为 2a。因此

` : y − (a2 + 4) = 2a(x− a),

即

` : y = 2ax− a2 + 4.

与 C1 : y = x2 联立，得到

x2 = 2ax− a2 + 4 ⇐⇒ (x− a)2 = 4.

所以两个横坐标为 a− 2、a+ 2，纵坐标分别由 y = x2 给出。

答 ` : y = 2ax− a2 + 4；交点为
(
a− 2, (a− 2)2

)
与

(
a+ 2, (a+ 2)2

)
。

解说

完全平方同时给出几何信息 等式 (x− a)2 = 4说明两交点关于 x = a对称，横向距离都为 2。因此无论
a为何值，切线与 C1 总有两个不同交点。

不要把 C2 的切线当成 C1 的切线 `在 C2 上的切点横坐标为 a，但它与 C1 相交于 a± 2。后续求垂直条

件时，应使用 C1 在这两个交点处的斜率。

代回检查 把 x = a± 2代入直线，得到 y = a2 ± 4a+ 4 = (a± 2)2，与抛物线纵坐标一致。

问 2　交点处切线与 `垂直

解答

`的斜率为 2a。C1 在横坐标 a+ 2处的切线斜率为 2(a+ 2)，垂直条件为

2a · 2(a+ 2) = −1.

于是

4a2 + 8a+ 1 = 0, a = −1±
√
3

2
.

同理，在横坐标 a− 2处，
2a · 2(a− 2) = −1,

所以

4a2 − 8a+ 1 = 0, a = 1±
√
3

2
.
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四个数互不相同，均应保留。

答 a = −1±
√
3

2
, a = 1±

√
3

2
。

解说

一条直线对应两个交点 题目说 “问 1求得的交点处”，因此两个交点都要检查。只处理 a+ 2或 a− 2会

漏掉一半答案。

垂直斜率的乘积 这里各斜率都是有限实数，故可用 m1m2 = −1。当 a = 0时 `为水平线，而 C1 在交

点处斜率为 ±4，并不垂直，也没有被方程遗漏。

数值核对 四个解约为 −1.866,−0.134, 0.134, 1.866。代入相应的二次方程都成立，可用来检查根号前后

的符号。

问 3　所有 Da 的并集与面积

解答

对固定 a，直线与抛物线的高度差为

(2ax− a2 + 4)− x2 = 4− (x− a)2.

故

Da = {(x, y) : a− 2 ≤ x ≤ a+ 2, x2 ≤ y ≤ 2ax− a2 + 4}.

当 0 ≤ a ≤ 2时，横坐标的总范围为 −2 ≤ x ≤ 4。对固定 x，上边界是

2ax− a2 + 4 = x2 + 4− (a− x)2

关于 a ∈ [0, 2]的最大值。也就是把 a取为区间 [0, 2]中离 x最近的点，因此

U(x) =


4, −2 ≤ x ≤ 0,

x2 + 4, 0 ≤ x ≤ 2,

4x, 2 ≤ x ≤ 4.

下边界始终为 y = x2。

x

y

y = x2

y = 4

y = x2 + 4

y = 4x

D
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于是面积为

|D| =
∫ 0

−2

(4− x2) dx+

∫ 2

0

4 dx+

∫ 4

2

(4x− x2) dx

=
16

3
+ 8 +

16

3
=

56

3
.

答 D 的下边界为 y = x2，上边界为上述分段函数 U(x)；面积为
56

3
。

解说

“动过的区域”是并集 不能把某个固定 a的面积先求出再对 a积分。对每个 x，应在允许的 a中选取最高

的切线，得到所有 Da 覆盖后的上包络。

最近点解释避免繁琐求导 U(x) = x2 + 4− min0≤a≤2(a− x)2。当 x < 0时最近点为 0，当 0 ≤ x ≤ 2

时为 x本身，当 x > 2时为 2，三段边界随即确定。

边界衔接检查 在 x = 0处前两段都等于 4；在 x = 2处后两段都等于 8。端点 x = −2, 4处上、下边界

相交，因此区域没有缺口。

面积的对称核对 左右两侧的两块面积均为 16/3，中间是高恒为 4、宽为 2的带状区域，面积为 8。这给
出 56/3的快速复核。
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第 6题 2026年度第 2题：复数反演下的圆与相切条件

变换 w = A/z 是以原点为中心的反演并伴随共轭方向变化。直接把 z = A/w 代回圆的模长方程，可以

避免凭图猜测圆心；第二问再比较两圆的圆心距和半径。

对应 2026 年度官方问题册：第 1 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

问 1　求圆 CA 的圆心与半径

解答

原圆为

|z − (2 + i)| = 2.

由于 w = A/z，有 z = A/w。代入并乘以 |w|，得到

|A− (2 + i)w| = 2|w|.

两边平方。记 c = 2 + i，|c|2 = 5，则

A2 − 2ARe(cw) + 5|w|2 = 4|w|2.

整理并配成模长平方：

|w −Ac|2 = 4A2.

因此 CA 的方程为

|w −A(2− i)| = 2A.

答 CA 的圆心为 A(2− i)，即坐标 (2A,−A)；半径为 2A。

解说

为什么像仍是圆 原圆的圆心到原点的距离为
√
5 > 2，所以原圆不过原点。反演不会把它变成直线，代数

整理也确实得到一个半径非零的圆。

圆心中的共轭符号 展开 |w − Ac|2 时，中间项是 −2ARe(cw)，正好与上式一致。因此圆心是 Ac =

A(2− i)，不是 A(2 + i)。

半径正性 题设 A > 0，故半径 2A为正。若只写 |2A|虽数值无误，却没有利用题设，也会让后续分类显
得多余。

问 2　 CA 与 C 相切时的 A

解答

C 与 CA 的圆心坐标分别为 (2, 1)、(2A,−A)，半径分别为 2、2A。圆心距满足

d2 = (2A− 2)2 + (−A− 1)2 = 5A2 − 6A+ 5.

外切条件 d = 2 + 2A。两边平方得到
A2 − 14A+ 1 = 0,
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因此

A = 7± 4
√
3.

两根都为正，且代回未平方的外切条件仍成立。

再检查内切条件。它要求

d = 2|A− 1|.

平方并代入 d2 后得到 (A + 1)2 = 0，与 A > 0 矛盾。因此没有额外解。特别地，A = 1 时两圆圆心为

(2, 1)与 (2,−1)，半径都为 2，相交于两点，并不重合。

答 A = 7− 4
√
3 或 A = 7 + 4

√
3。

解说

不能把两个圆心当成同一直线上的点 CA 的圆心含有共轭，纵坐标是 −A。因此圆心距不是
√
5|A− 1|，

必须从两组坐标直接计算。

平方后的根要回代 外切方程两边都非负，但二次方程的根仍应确认满足 A > 0。7± 4
√
3均为正，故两

根都保留。

根式化简核对 两根的和为 14、积为 1，恰与 A2 − 14A+1 = 0的系数一致。这同时说明一根小于 1、另
一根大于 1。

尺度关系 两答案的乘积为 1，可作为根式计算的独立检查。内切条件则只导出 A = −1，与题设冲突。

院試 hub



第 8题 2026年度第 4题：三角形内切椭圆的最大面积 15

第 8题 2026年度第 4题：三角形内切椭圆的最大面积

椭圆的轴与坐标轴平行。先把 “与三条边相切” 翻译成圆心到直线的椭圆型距离条件；两条斜边的对称性

会迫使圆心落在 x轴上，竖边条件再把 α写成 a。

对应 2026 年度官方问题册：第 2 页（PDF 页码）。请与原题对照阅读。

问 1　用 a表示圆心 (α, β)

解答

椭圆

(x− α)2

a2
+

(y − β)2

b2
= 1

与直线 y = x相切的条件是

|β − α| =
√
a2 + b2,

与直线 y = −x相切的条件是

|β + α| =
√
a2 + b2.

两式平方相减，得到 4αβ = 0。椭圆位于三角形内部并与竖边 x = 1相切，故 α > 0，于是 β = 0。

椭圆右端点与 x = 1相切，所以
α+ a = 1,

即

(α, β) = (1− a, 0).

此外，由斜边相切条件还得到

α2 = a2 + b2, b2 = (1− a)2 − a2 = 1− 2a,

故参数范围为 0 < a < 1/2。

答 (α, β) = (1− a, 0)；并有 b2 = 1− 2a、0 < a < 1
2。

解说

相切条件的由来 把椭圆写成 (x, y) = (α+a cosu, β+ b sinu)。在线性式 y−x上，其振幅为
√
a2 + b2；

直线 y = x恰为支撑线时，圆心的代入值绝对值必须等于这一振幅。

为什么 β = 0 三角形关于 x轴对称，但不能只凭图直接断言圆心对称。两条斜边的相切方程平方后相减，

才严格排除 β 6= 0。

竖边取右端点 三角形内部满足 x ≤ 1，所以与 x = 1接触的是椭圆的最右点 α+ a。若误写 α− a = 1，

所得椭圆中心会跑到三角形右侧。

接点确在线段上 斜边接点的横坐标为 b2/α = (1− 2a)/(1− a)。在 0 < a < 1/2时它位于 (0, 1)，所以

接触的是边 AB,AC 本身，而不是其延长线。
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问 2　面积最大值及 a, b

解答

由问 1，b =
√
1− 2a，椭圆面积为

S = πab = πa
√
1− 2a, 0 < a <

1

2
.

由于 S > 0，最大化 S 等价于最大化
S2

π2
= a2(1− 2a).

求导得
d

da

[
a2(1− 2a)

]
= 2a(1− 3a).

在区间 (0, 1/2)内唯一驻点为 a = 1/3。函数在其左侧递增、右侧递减，且两端极限为 0，所以该点给出全
局最大值。此时

b =

√
1− 2

3
=

1√
3
, Smax = π · 1

3
· 1√

3
=

π

3
√
3
.

x

y

(α, 0)

x = 1

y = x

y = −x

答 a =
1

3
, b =

1√
3
时面积最大，最大值为

π

3
√
3
。

解说

平方后再求导 S 含平方根，而 S > 0，所以比较 S2 不会改变最大点。这样导数变成简单多项式，也减少

链式法则错误。

半轴大小无需排序 题式中的 a, b分别是水平、竖直半轴，并未规定 a ≥ b。最优点满足 b = 1/
√
3 > a =

1/3，与题图的纵向椭圆一致。

切触关系复核 最优点有 α = 2/3、α2 = a2 + b2 = 4/9、α+ a = 1，三条边的相切条件全部满足。
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